Algebraische Structuren April 2010 i@% university of
H. Waalkens w groningen

Exam Problem Sheet

The exam consists of 6 problems. You can achieve 62 points in total.
The number of points for each problem is marked in brackets (you get 6 points for free).
You can find the translation of the problems into Dutch below.
You may answer the questions in English or Dutch.

1. [3+3 Points] Let R be a ring, and a € R. Define
S={z€R:az=xza}.

(a) Prove that S is a subring of R.
(b) Prove: S*=R*NS.

2. [834+2+4 Points] Let V' be a set, R a ring, and RY the set of functions from V' to R, ie. RY =
{f:V —R}.

(a) Show that RY is a ring when addition and multiplication are defined according to

(f+9)@) fw)+9(v),
(fo)w) = fv)-g(v)

I

for f,g:V — Rand v € R.

(b) Note that for V = {v1,v2,... ,Un}, With n. € Zo, the ring RY coincides with the product of
rings R x R x -+ x R (n times). Show that for n > 2 and R # {0}, RV always has zero
divisors.

(c) Let V = [0,1] and R = R, and consider
c((0,1]) = {f : [0,1] = R : f is continuous}.
Show that C([0,1]) forms a subring of RV, and C([0,1]) has zero divisors.
3. [3+4+4 Points] Let
a b
R= {(c d) € M(2,R): c=0}
and
0 b
I={(y o) €M@®) :beR}.
Prove the following statements:

(a) R is a subring of M(2,R);
(b) I is an ideal of R, and R/I 2R x R;

(c) R is not commutative, but R/I is commutative.



4. [3+4+7 Points]
(a) What does the Chinese remainder theorem for rings say?
(b) Let Rbea unitary ring, and let 1., I, I3 be ideals of R. Show that if
L+Iz3=Rand,+I3=R

then
(I - L) +I3=R.

(c) Let R be a commutative ring W;ith 1, and let L1, I, ... It (t € Zso) be ideals of R which are
mutually prime, ie. Li+I; =R for 1 < i< j <t. Prove that

t i
R/ (H Ii> =[[@®/E) .
i=1 i=1

(Hint: prove that (- Ip- o 1)+ 1t = R as in (b), and use induction by ¢. Use the Chinese
remainder theorem for rings.)

5. [3 + 5 Points]

(a) How are prime ideals and maximal ideals defined?
(b) Let R be a domain. Prove: the ideal generated by X and ¥ in R[X,Y] is equal to

{j € R{va] : f(O’D) = 0}

(ie. (X,Y)={f € RIX, Y] : £(0,0) = 0}) and this is a prime ideal of R[X,Y]. Is this ideal
also maximal?

6. [3+5 Points]

(a) Give the definition of a unique factorization domain.
(b) Determine all the irreducible polynomials f € Fa[X] with deg(f) < 3.

Dutch Translation

1. [3+3 Punten)] Laat R een ring zijn, en a € R. Definieer
S ={z € R:oz=uga}.
(a) Bewijs dat S een deelring van R is.
(b) Bewijs: S* = R*'NS.
2. [3+2+4 Punten] Zij V een verzameling, R een ring, en RY de verzameling van afbeeldingen van
V naar R, dwz. RV ={f:V — R}
(a) Bewijs dat RY met de optelling and vermenigvuldiging

(f+9)) F)+9(),
(fo)w) = f() g9

voor f,g:V = Renv€ R, een ring vormt.

(b) Geldt V = {v1,v2,---» Un}, met 7 € Zxo, dan zien we dat RY dezelfde ring is als RxRx--- xR
(n keer). Bewijs dat voor 7 = 2 en R # {0}, RY steeds nuldelers heeft.
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(c) ZijV=[0,1]en R=R, en beschouw

c(o,1)={f:00,1] =R : fis contimu} .

Bewijs dat C([0,1]) een deelring van RY, en deze deelring heeft nog steeds nuldelers.

3. [3+4+4 Punten| Laat
b

R:{(Z

=
Bewijs de volgende uitspraken:
(a) R is een deelring van M (2,R);
(b) I is een ideaal van R, en R/IIZR xR

(c) R is niet commutatief maar R/I wel.

d

en

0 b

0 0

4. [34-4+7 Punten]
(a) Wat zegt de Chinese reststelling voor ringen?

(b) Laat R een ring met 1 zijn, en Iy, Io,

) € M(2,R): c=0}

) € M(2,R): beR}.

I5 idealen van R. Bewijs dat: Als

11+I3=RED12+I3:R,

dan
(I - I2)

(c) Zij R een commutatieve ring met 1, en late
paarsgewijs onderlig ondeelbar zijn, d.w.z. I;

({1

(Aanwijzing: bewijs (I Iz-.
gebruik van de Chinese reststellin,

5. [3 + 5 Punten]

v ¥ It—l) + It ==
g voor ringen.)

+I3=R.
n Ir, Iz, ..., I (t € Zo) idealen van R zijn die
+1I; = Rvoor 1 <i< j<t. Bewijs:

i

= [[ (®/L) -

i=1

R als in (b), en pas inductie naar ¢ toe. Maak

(a) Hoe zijn priem idealen en maximaal idealen gedefinieerd?

(b) Laat R een domein zijn. Bewijs: het door X
aan

en Y voortgebrachte ideaal van R[X, Y] is gelijk

{f € RIX,Y]: £(0,0) = 0}

(d.w.z. X, Y)={f€ R[X,Y]: f(0,0) =0
ideaal ook maximaal?

6. [3 + 5 Punten]

(a) Geef de definitie van een ontbindingsdomein.

(b) Bepaal alle irreducibele polynomen f € Fa[X

1) en dit is een priemideaal van R[X, Y] Is dit

] met graad(f) < 3.
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